DM de mathématiques n°3

Fonctions usuelles — Corrigé

/26 Exercice 1 : des fonctions gentilles

On considére les fonctions

fiaxw %arctan(sh(z)) et  ¢g:xz > arctan (qh(x)) .

1+ ch(x)

On va montrer que f = g de deux maniéres différentes.

/1 1) a) Déterminer le domaine de définition D de f et g.

Pour la fonction f, arctan et sh sont définies sur R donc f est
définie sur R par composition.

Pour la fonction g, ch et sh sont définies sur R et pour tout = €
shx

"1+ chz
g est définie sur R.

Alinsi,

— 0,5 pour deux précisions parmi : arctan et/ou sh
et/ou ch sont définies sur R et 1+ chaz # 0
— 0,5 pour la réponse D = R.

aun sens car 1+ ch(z) > 2 > 0. Par composition,

/4 b) Montrer que f et g sont dérivables sur D. Calculer f’ et ¢’

f et g sont dérivables (sur D) comme composition et quotient
de fonctions dérivables (sur D). Pour tout = € D,

1 1 1 1
(1) = =+ ————cher = = - ——cha =
J) 2 1+sh’z 2 ch’z 2chx
1 chz(1 + chz) — sh’z
g'(z) = e 12 0 ( 1 ;1) 2
1+ (345) (1+ cha)
1
= - 5 X (ch:L' + ch’z — s}12x)
(1 + chx)? + (shx)
1
= g — X (chx +1
1+ 2chz + ch’z + sh’z ( )
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/1

/2

(x) ! % (ch + 1)
x) = chx
g 1 4 2cha + ch’z + (ch’z — 1)
1
=~ x(chz+1
2chxz + 2ch’x ( )

1
2cha

0,5 pour justifier que les fonctions sont dérivables
— 1 pour le calcul de f'(z)
— 2,5 pour le calcul de ¢'(z)

c) En déduire le résultat voulu.

Par la question précédente, f' = ¢, ou encore (f — g)' = 0.
Comme D = R est un intervalle, on en déduit qu’il existe
C € R telle que f — g = C. Pour montrer que f = g, il suffit
de montrer que C' = 0. Or,

1 0
C = f(0)—g(0) = 3 arctan(0) —arctan (1+1> =0-0=0

Ainsi, .
1 pour (f —g) =0 et donc f — g est constante
0,5 pour avoir dit que R était un intervalle

— 1 pour montrer que C' = 0, et la conclusion f =g

2) a) Rappeler le domaine de définition E de la fonction tan.

E:R\{g+lm‘ kez)

(ou bien R \ (g + ﬂ'Z))

— 1 pour la bonne réponse. Si ’ensemble est mal
écrit, —0,5.

b) Montrer que : Vo € D 2f(xz) € E. Pour x dans D, calculer
tan(2f(x)).

Soit € D. On a 2f(x) = arctan(shz). Or, arctan(R) =

T T o
}75, 5{ done 2f(z) 6}757 5{ C E. Ainsi, |2f(z) € E| et
tan(2f(x)) = tan(arctan(shzr)) =
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(car tan o arctan = idg)

1 pour justifier que 2f(z) € ]—

[

ol

T
2 )
1 pour le calcul de tan(2f(x))

h
c) Montrer que la fonction h : z _sh(@) est a valeurs dans
1+ ch(x)

|—1,1].
. sh . L
On sait que th = I est a valeurs dans | — 1, 1[. Ainsi, pour
c
tout z € R,
|shz|
h(x)| =
[h()] 1+ cha
|shz|
<
~ chx
= |thz| < 1

on en déduit que|h(z) €] — 1, 1[|. Note : on pouvait aussi faire

une ¢tude de fonctions...

d) Montrer que : Vo € D 2g(x) € E. Pour x dans D, calculer

tan(2g(x)).
Par la question (c), on a pour tout x € D
—l<h(x)<1
T T . .
= 1< arctan(h(z)) = g(z) < 1 par stricte croissance de arctan
— T o)< Z /2
_z 2) < 2
g =S5
Alors, comme g(z) et 2g(x) sont dans F, on a :
2t
tan(2g(x)) = m (formule tan(2a) avec 2a € Dyay)
sha
o 1+chz
- sha \2
1= (1+cf11)
2sha(1 + chx)

- (1 + chx)? — sh’z
2shx + 2shaxche

B 1+ 2chx + ch?z — sh’x /2
1+ chz

2 + 2chx

= 2shx

= [sha|
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— 1 pour la justification “par stricte croissance de
arctan”

— 1 pour justifier que 2¢g(r) € } —g.,g{
— 0,5 pour dire que g(z) et 2g(x) sont dans F
2 pour le calcul de tan(2g(x))

e) En déduire le résultat voulu.
Soit x € D. Par les questions (c) et (d), on a
tan(2f(x)) = tan(2g(x))
— arctan (tan(2f(x))) = arctan (tan(2g(z)))

= 2f(x) = 2g(x) car 2f(z),2¢g(x) € } 7%’%{

= flz) = g(2)

Ainsi ‘
Note : on peut aussi utiliser le fait que tana = tanb <=
a=b |[r].

— 1,25 pour la justification “car 2f(z) et 2g(x) sont
T
dans ] - = [”
2°2
— 1,25 pour le reste

3) Application :

a) Caleuler ch G ln(3)> et sh (% ln(3)>.

1 11n3 /7lln3 1 13 _ —lm3
ch (QM) ST <1n3> _et et

CVB+ 341 V3~

75 3-1

— 1 par calcul

b) En déduire la valeur de tan (%)
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1 Par i de arcsin, on a :
On pose z = —1In 3. Alors, par la question a), ar croissance de arcsin, on a
2 1 1 1 1
f(z) = g(z) 0< 3 < 3 — arcsin(0 < arcsing < arcsin 3
= ! arctan(shz) = arctan she = 0< aurcsm1 <I
o T B 1+ chz 376
1 1 T ;
— lar(’tan <1> — arctan ( V3 ) De méme, on montre que arcsin 1 € {0, 6} . D’ou :
: 2
2 V3 + 7
1 1 0< ‘trcsinl + ‘n‘csin} < QE _
:>§ —arctan(\/m) = ¢ 3¢ 1= 3
te T\ _ t arcts 1 . . 1 1 7T
= tan {5 ) = tan { arctan V342 donc en particulier |arcsin 3 + arcsin 1€ {0, 5} .
T 1
= |tan (E) /342 /1,5 3) Conclure.
On a vu en question 1) que :
. . , . ! ! V84 V15
/6 Exercice 2 : des fonctions méchantes SIn { arcsin o - arcsin - | = ——o——
On veut montrer I'identité suivante : Dot -
1 1 8+ V15
arcsin — + arcsin — = arcsin (ﬁ) . . 1 1 . [(V8+ V15
3 4 12 arcsin | sin | arcsin — -+ arcsin — = arcsin | ————
3 4 12
1 1 V8++/15
. . 1) _ v8+ VIS 1 1
/2 1) Montrer que sin (arcsm 3 +arcsin 4> 12 ' Puisque arcsing + arcsin 1 € {O, g} , on en déduit finalement
1 1
E JI 8+ V15
sin <arcs1n3 + arcsin 4> arcsin — —+ arcsin — = arcsin L
3 4 12
. 1 1 n Ly 1
=sin | arcsin = | cos | arcsin — cos | arcsin = | sin | arcsin —
3 4 3 4
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1 1
/2,5 2) Montrer que arcsin 3 + arcsin T
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